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Zadani

9. Oscillating Screw

When placed on its side on a ramp and released, a screw may experience growing oscillations as it travels down the ramp.
Investigate how the motion of the screw, as well as the growth of these oscillations depend on the relevant parameters.

9. Kmitajici Sroub

Polozte Sroub stranou na naklonénou rovinu. Po uvolnéni mlze Sroub pfi pohybu dold zadit vykonavat kmity
s rostouci amplitudou. Prozkoumejte, jak pohyb Sroubu zavisi na relevantnich parametrech.



Vydra:

Da praci dosahnout jevu

Sroub musi docela nabrat rychlost

Nejlip fungoval specialné vyrobeny sroub jako houba:
Klobouk z podlozky, plivodni hlava Sroubu jako podhoubi



Tri pohyby: posuvny, rotace kolem osy Sroubu, rotace v roviné rampy

Treni vede ke ztraté celkové energie, ale zaroven k pumpovani energie do obou rotaci

Kdyz je klobouk—moment setrvacnosti a moment hybnosti srovnatelny v obou rotacnich pohybech

Eulerovy rovnice—casovy vyvoj vektoru uhlové rychlosti vici télesu v nejjednodussim pripadé volného télesa

Prechod mezi inercidlni soustavou a soustavou spojenou s télesem—dodatecny ¢len omega x

Dobry zdroj: Daivd Tong v kitu https://stemfellowship.org/iypt-references/problem9/

DAMTP je dobré misto mezi matematikou a fyzikou

V dobrém priblizeni osové symetricky objekt—dva momenty setrvacnosti sobé rovné



Zakladni body z Tongovy kapitoly 3 The Motion of Rigid Bodies

Pohyb tuhych téles je pozoruhodny:




Zacneme s rotaci kolem pevného bodu
Dvé souradné soustavy a dvé baze vektorl se spoleénym pocatkem v pevném bodé
s vinkou soustava inercialni a vektory nezavislé na ¢ase, bez vinky soustava spojena s télesem a vektory zavislé na Case

time




Obé baze jsou ortonormalni, tj. vzajemné kolmé a délky jedna

S

€, e, =0up . e,(t) - ep(t) = Oup

O4p j€ tzv. Kroneckerovo delta, rovné jednicce proa = banuleproa # b

Prevod z jedné baze na druhou je pomoci linearniho zobrazeni, tj. matice Eﬂ_{f) = Rgb“)éb

Tady je Einsteinova sumacni konvence—pres opakované indexy se scita

Tahle matice je ortogonalni (RTR)QE, — iin,b

tj. transponovana matice je inverzni, tj. sloupce jsou na sebe kolmé



Konkrétni priklad, ktery se objevi dal v textu v souvislosti s Eulerovymi uhly parametrizujicimi libovolnou rotaci

cos¢p sing O
R3(¢) =| —singp cos¢p O
0 0 1

Rotace o uhel ¢ kolem treti osy, navic prvni Eulertv uhel

et
[

2=}



cos¢p sing O cos¢p —sing O
R3(¢p) =| —singp cos¢p 0] takZetransponovana matice (vyména radkl za sloupce) R3T(¢) = (sin ¢ coso O)
0 0 1 0 0 1

cos¢p —singp 0 cos¢p sing O
Soudin R:"(p)R3(¢) = (sin ¢ cosg 0) (— sin¢g cos ¢ O)
0 0 1 0 0 1

Prvni radek vysledné matice dostanem nasobenim prvniho radku postupné se vSemi sloupci

cos ¢
(cos¢p —sing 0)<—sin¢>=Cos¢cos¢+(—sin¢)(—sinq§)+0-O=cosz¢+sin2qb=1
0
sin ¢
(cos¢p —sing O)(coscp)=cosq’>singb—sin¢cos¢+0-0=0
0
0
(cos¢p —sing O)<0>=cosq§-0—sin¢-0+0-1=O
1

0 1 0

takZe prvni radek vysledné maticeje (1 0 0) a celkova vyslednd matice pak je (1 0 0)
0 0 1

tj. jednotkova matice s prvky 645



et

Pfevod mezi obéma systémy bodu spojeného s télesem 1‘(1‘} — ;‘a{t) éa m the space frame

= 1.€.(t) 1 the body frame

V inercialni soustave jsou vektory pevné a s Casem se méni souradnice
a v soustave spojené s télesem je to naopak

Vztah mezi souradnicemi je dan toutéz matici, ~ £ — o R f
jen obracenym smérem a s obracenou funkci indext ‘Tb( ) — T a-b{ )

Casova derivace: v daném systému derivujeme tu veli¢inu, kterd zavisi na ¢ase

dr dr, - . ¢
— = e, 1n the space frame
at . dt pact

de,(t

ro ——— 11 the body frame
dt



7 . o Ve 7 . 7 v tfcﬂ- [fj?ﬂb i dRﬂb
Pro nas je dulezita soustava spojena s télesem: — e, = 7
at

dt dt

R, e. = wace.

Casovou derivaci bazového vektoru spojeného s télesem jsme vyjadfili opét pomoci téchze bazovych vektord,
¢imz jsme dostali derivaci matice ndasobené inverzni matici

s . . . P 1 — i _]- — ;
Tim jsme definovali “ac — -ab{R )br: — RabRcb
Tecka znamena Casovou derivaci (Newtonovo oznaceni) a v druhé rovnici jsme pouzili fakt, Zze inverzni matice je transponovana

RTR =1

Tahle matice omega je antisymetricka ve svych indexech, jak je dokazano na jednom radku,
takze ma jenom tri nezavislé slozky



W1y W1z W3 0 Wiy  —W3g _ , ,
Wy Wy W3 | =|—wqy 0 W3 Antisymetrie dava nulu na diagonale
w31 W3y W33 W31 —Wy3 0 a pod diagonalou minus toho, co je nad diagonalou

Proc jsme vybrali jako nenulové prvky zrovna w45, w,3, w31, tj. dva nad a jeden pod diagonalou, a ne tfeba vSechny nad?

Abychom ty tfi slozky mohli definovat cyklickou zaménou pomoci slozek s jednim indexem, tedy slozek vektoru:

W1y = W3, W3 = W1, W31 = Wy
Zkraceny zapis Wap = €abcWc

kde €45 je UpIné antisymetricky s cyklickou zdménou: €123 = €231 = €312 = 1
€321 = €213 = €132 = —1

de,
dt

TakZe derivace bazového vektoru = Wgc€c = €qchWpCc



Vztah s Kroneckerovym delta €abc€ijc = 5ai5bj - 5aj5bi = €cab€cij

Odtud vynasobeni definujiciho vztahu Wap = €qpcWe hodnotou €;,;, da
€iabWab = €api®ab = €abi€abc®Wc = (OppBic — Opcdip) W

Plati OpcOip = Ojc protoze soucin jednotkové matice samotné se sebou je zase jednotkova matice, takze
(8pp0ic — Opcbin)we = (Bpp — 16w

Dale plati Opp = 3 soucet tri jednicek na diagonale jednotkové matice

Odsud  (§pp — 16;cwc = 20;

Takze celkove dostavame inverzni vztah k definujicimu vztahu Wap = €EgpcWe

1
ato w; = Eeiabwab



Vztah k vektorovému soucinu pravotocivé ortonormalni baze e, X €p = €gpcec

Odtud
de,
dt = €qchWp€c = —€qpcWp€c = —€q X €pWy
Definujeme vektor uhlové rychlosti epwp = W
de,
Pak = —e;XW=wXe,




Geometricka interpretace: otoceni o maly uhel d¢

Velikost posunuti

| dr

r

dch sin

Sinus naznacuje vektorovy soucin, kdyz navic definujeme vektor uhlu ve sméru osy

d¢ = nde

a uvédomime si, Ze vektor dr je kolmy k obéma vektorim
P |

dr = d¢ X r
\ /"-__ Vydéleni diferencidlem ¢asu dd

dr_ o
dt_w r

dt



Tenzor (matice) momentu setrvacnosti ze vztahu pro kinetickou energii soustavy hmotnych bod

T = % E i

1

= 1> mi(wxr) - (@ xr)
1
1 , ; ~ 2
p— EZTH?- (II»..;..? . LLJ}L].‘?' . I"gf}l — ('?1é : '-‘-J} )

1

Posledni krok pouzitim zavedenych symbolu €, a jeho vlastnosti

(w XT1)- (@0 XT) = €41 Wp () c€ari@i (X)) = (Bprbc1 — Sp1Ock) Wp (1) i (1) = wp () cwp (1) — Wp () cw (1)

Jednou se spdrujou indexy stejnych vektoru a jednou opacnych vektor(



Posledni vztah pro kinetickou energii T = %z mi((w cw)(r; 1) — (r; - w)(r; - w))
i

Upravime (@ @)(r; 1;) = Wawg (T - T;)
(r; - w)(r; - ) = (1)) qq (r) pwp

Takze

(w-w)@; 1) — @ w)(r; - W) = wewa(T; - T;) — (1) qwg (1) pwp = ((l'i ‘T;)Ogp — (l‘i)a(l'i)b)wawb

a kinetickou energii mizZzeme psat ve tvaru T = %"—I—*’alrabiﬁb

kae I, = E m, ({rl ‘T )0, — “?]'a(rz)b} je tenzor (matice) momentu setrvacnosti



Pro spojité prostfedi misto soustavy diskrétnich bodu prejde soucet v integral, coz bude nas pripad

/y":" +22 —zy —zz
[ = /dgrp[r) —xy x?+ 22 —yz
| \ —rz =Yz x? + y2

At uz je soustava bodU diskrétni nebo spojita, matice I je symetricka a da se tudiz diagonalizovat ortogonalni matici,
tj. existuji tfi navzajem kolmé osy, pro néz ma tvar



V kapitole jsou priklady geometrickych tvaru, ze kterych je nds houbovy Sroub

vz 1
Ty¢ka: [, = / pridr = —MI
o —1/2 12

Disk: Il = /ﬂygdzl’ : Ig = / piﬂzdgif I, = I

13: /p(IE_'_yE)le

Iy =11 4+ I = 2mp / 'S dr’ = %ﬂ-f-rg
Jo

Tady jsme pouzili polarni souradnice v kruhové symetrickém pripadé x?+y?=r

d?x = 2nr'dr’

ze symetrie



Moment setrvacnosti se objevi taky ve vztahu pro moment hybnosti

L = Z m;r; X T;
1
= Z m,r; X (w X r;)
i
— Z -n:r.i(-rfm — (w - 1ry)1ry)
s

= Jw
Dvojity vektorovy soucin upravime podobné jako skalarni soucin dvou vektorovych soucin( v kinetické energii

rX (wXr) = €gpceq(Npeckiwr(T); = (8qkbp; — 8a10pr)eq (D pwi(r); = e (r)p(we(r)y — wp(r)g) = w(r-r) —r(w-1)

Ve slozkich  Lq = Igpwp

V soustave hlavnich os L =1Lw, atd., takze L=lLwe; +Lwye, + ;wse;



Moment setrvacnosti zavisi na bodu, vici kterému ho pocitame

Parallel axis theorem (Ic)ab — [Ic.r:aj'.m)nb + ﬂf(czﬁ'—}'ﬂb — {‘:ﬂ{tb)

Moment setrvacnosti kolem libovolného bodu je roven momentu setrvacnosti kolem téziste,
plus momentu setrvacnosti tézisté, do néjz je soustredéna veskera hmota

o vs o7 v . . VVev, Vv Zi miri '( g ) — 0
Dlkaz vyuZivd toho, Ze z definice polohy té7isté¢ €= > m plyne mr; =€) =
i M l-

vvvvvvvv

T =3 E i

= Z m; [%RE + R (wx Ar,) +

— %JIRE + %wﬂfﬂbwb

(w x Ar;)?

]

protoze Ar; =r1;—¢



Nejjednodussi pripad pro volné téleso —
dt
0 dL.  dL, LI de,
y , y C _ o
V souradné soustavé spojené s télesem dt q; e a1
dL
— d:ea—l—Lawxea

V soustavé hlavnich os

11(1.)131 + 12(1.)232 + Igd)geg + (a)161 —+ W, €y + (1)333) X (11w161 + 12(1)262 + 13&)333) =0

Jednotlivé slozky daji tri Eulerovy rovnice Ilu}] + Wolq ”’3 _ IE)

I;:‘:Lt..f‘g 4+ Waly |[171 — Ig)
[3ws + wiwa(Iy — Ih)

0
0
0

Pro uhlovou rychlost ve sméru hlavni osy se uhlova rychlost neméni, jinak pohyb slozitéjsi



V nasem pripadé osova symetrie I, = I # 15

Pak se rovnice zjednodusi Iiw, = wowy(I{ — I3)
Ly = —wyws(; — I3)

_Ig-f..:..a‘g =0

TakZe w3 se nemeéni v Case a pro ostatni dvé slozky uhlové rychlosti mame

Tedy dostavame precesi s Uhlovou rychlosti () _ Ldg(fl _ I&'.)/irl

nebot Feeni je (w1, wa) = wo(sin 2, cos ()t)



Smeér precese zavisi na tvaru

L= ]

||::-]-=

V inercialni soustavée se precese a rotace slozi a vznikne wobble




V nasem pripadé mame gravitacni silu, ktera sama nema zadny moment,
ale pri pohybu po naklonéné roviné dava vzniknout trecim silam, které uz moment maji

Tahle analyza kapitoly Davida Tonga dava prvni kroky ve sméru k analyze komplikovaného pohybu Sroubu.



